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Resumen:

El test BDS (1987) ha alcanzado un nivel de uso tan elevado que ha sido
primeramente publicado en 1996, y, finamente, elevado a formar parte de
uno de los test que incorpora e difundido paguete informético conocido
como E-views, en particular, en €l caso de la Ultimaversiéon (Version 4.0).
Anticipandonos a lo que esto puede suponer, pretendemos asentar con la
mayor claridad y simplicidad posible, los cometidos fundamentales del test
BDS. En primer lugar, pretendemos en esta nota mostrar sus fundamentos,
y sus limitaciones. Apuntamos, iguamente, algin atractor no detectado
por € test, asi como el uso sistemético y detallado del proceso a seguir
para g ecutar € test. A lo largo del trabgjo se exponen algunos criterios de
eleccion de los pardmetros principal es.

L as conclusiones fundamental es son, por un lado, que no es un test de caos
determinista, y por otro, que es un test con poder para detectar estructura
no lineal, tanto determinista como estocastica. Finamente, se dan los
resultados de aplicar e test originad a varios atractores cadticos

suficientemente conocidos.
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Independencia
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1. INTRODUCCION.

El test BDS (1987) ha alcanzado un nivel de uso tan elevado que ha sido primeramente
publicado (1996) y finalmente elevado aformar parte de uno de los test que incorpora el
difundido paquete informatico conocido como Eviews (2001), en particular, en € caso
de ladltimaversion (Version 4.0).

Anticipandonos a lo que esto puede suponer, pretendemos asentar con la mayor claridad
y smplicidad posible, los cometidos fundamentales del test BDS. En primer lugar,
pretendemos en esta nota mostrar sus fundamentos, y sus limitaciones. Apuntamos,
iguamente, algin error ya detectado, asi como e uso sistemético y detallado del
proceso de gecucion del test. A lo largo del trabgjo se exponen algunos criterios de
eleccion de los parametros principales.

Las conclusiones fundamentales son, por un lado, que no es un test de caos
determinista, y por otro, que es un test con poder para detectar estructura no lineal, tanto
determinista como estocastica. Finamente, se dan los resultados de aplicar € test

original a varios atractores cadticos suficientemente conocidos.

2. TEST BDS.

2.1. HipotesisNula del Test

En genera, € test BDS (desarrollado por Brock, Dechert y Scheinkmann en 1987, e
implementado en 1996 junto con LeBaron) es un test estadistico sobre la hipétesis nula
de que una determinada serie tempora es Independiente e Idénticamente Distribuida
(i.e i.i.d.), frente ala dternativa de no ser i.i.d.

Consideremos que x es una serie temporal compuesta por un numero finito de
observaciones que siguen alguna funcion de distribucion F :

xF (@)

Elijamos una distancia e de modo que:

0 <e<max(x) - min(x) 2



Matilla, M., Rodriguez, J. y Sanz, B. El test BDS: Posibles limitaciones

Dadas dos observaciones x Y X; , consideremos la probabilidad de que no disten entre si
masde e:

RO P(x- x|£e),i* j,i, il N 3)

Una relacion similar en dimension dos puede ser definida para cualesquiera dos
observaciones y las respectivas que las preceden inmediatamente. En este caso la
probabilidad de “cercania’ puede considerarse como la probabilidad de que dos
observaciones estén “proximas’ una de la otra, asi como que sus dos predecesoras estén
también cerca una de la otra, es decir:

RO P(x- x|£& % - x.[£6),i% [,i T N (4)
Ambas probabilidades (3) y (4) son digtintas, sin embargo bajo la hipbtesis nula del
BDS, s la serie tempora es i.i.d., entonces podemos establecer una relacion entre las

dos. la probabilidad de que una observacion de dos historias esté “cerca’ es igua a

cuadrado de la probabilidad de que dos observaciones estén “cerca’:

P,=PR? six[F(.id) ®)

Esta relacion de potencia es generalizable para cualquier dimension, de modo que €l test
BDS para una dimension m se convierte en un test de la hipétesis nula de que las
probabilidades parala dimension 1y m sean iguales:
H,:P,=F"; H,:P,t B" (6)
Este test sobre la hip6tesis nula es casi equivalente a un test sobre i.i.d. contra todas las
otras posibles alternativas:
H,:x F(i.i.d) (7
La cuestion principal es cdmo obtener la probabilidad P, , para dlo se utiliza una
medida desarrollada por Grassberger y Procaccia en 1983 (1983 a, 1983 b) conocida

como integral de correlacion ¢, ,(€) en un espacio finito.
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2.2. Integral decorrelacion.

Sea H la funcion de Heavyside, de modo que la variable H, (x,X;) toma el vaor 1 s

las dos observaciones, j-ésimae i-ésima de |as serie estan dentro de la distancia e , en

caso contrario tomariavalor 0, es decir:

H :? 1si|>g-xj|£e

e

®)

10 caso contrario

n

Sobre una serie de n observaciones, esto es, {x,} , » podemos analizar historias de m

n==.

elementos de la serie, es decir, {x,,X..,,....X,.,,} que formaria una m-historia, de
modo que la integral de correlacion para una dimensién m es calculada como la media

de todos los posibles productos de m-hitorias:

2 n-m n-m+l ml

e m o &, Q) ©

Cm,n (e) ©

Bajo e supuesto de la hipétesis nula, y habida cuenta de que la integral de correlacion
se ha utilizado como la probabilidad para las m-historias, se plantea que bajo dicha
hipétesis, se verificarialo siguiente:

¢.(€) =c,(e)", dondec, (€)° |jm Cn.(€) (10)*

ne ¥
Se puede demostrar (Brock, 1996), que dado que la integral de correlacion es un
estadistico U generalizado (ver Serfling 1980), € estadistico BDS para una dimension
de inmersdon m y para una distancia e es un estimador consistentemente sobre un
nimero n de observaciones, viene dado por:

Wm,n(e) — mcm,n(e) - Cl,n- m+1(e)m (11)

S m, n rTH'l(e)

Donde la estimacion de la varianzade c,,,(€) - ¢,,,. ... (€)" eslasiguiente:

| =

‘I m-1 o U
Sinm(€) =47 K™ +23 K™ Ic? +(m- 1%?"- mzkczm'zg (12)

! Estelimite existe bajo las condiciones de la hipdtesis nula, junto con el supuesto de que el proceso
generador de datos sea estocastico estrictamente estacionario (ver Brock 1996)
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El parametro c es laintegral de correlacién de primera dimension:
c°c,.(e (13)
El pardmetro k es la probabilidad de una terna de observaciones estén dentro de una

distancia e entre ellas, se puede computar del siguiente modo:

o 2 On Cg Cr; i,He(Xt!Xs)He(Xs’Xr)+He(Xt’Xr)He(Xr’XS)[;]
SO D 22 A& L H ox)H ke x,) y 9

Finalmente, se muestra como € estadistico BDS sigue asintéticamente una distribucién
normal (ver de Lima 1992):

lim,, w. .(e) N(OI)," m>1"e (15)

2.3. Método deempleo del test BDS

En principio, el modo de gjecucion del test seria el siguiente:

1. Fijar el parametro de distancia e asi como la dimension de las m-historias, es decir,
m.

Computar ¢; Y Ky, de acuerdo con (9) y (14).

Calcular, a partir de dichos valores, la varianza estimada (12).

Calcular ¢ m+1 junto con cm n con (9)

Computar, con los datos ya obtenidos, € estadistico BDS (W )

Evaluar €l valor obtenido con laN(0,1).

o ok~ v N

Los test que computan €l BDS realizan las etapas 2 a 5, estos programas suelen tener la
desventaja de consumir mucha memoria, y arrojar unos tiempos de computacion
bastante elevados. Como quiera que sea, e investigador tiene que decidir los valores de
ladistanciae y la dimension de las m-historias.

Resulta particularmente importante la eleccion de e. Destacamos tres aspectos generales
atener en consideracion:

i) Se suelen tomar mdltiplos de la desviacion estandar de la serie analizada, suelen

ser 0.5, 1, 1,5y 2 veces la misma?

2 Notar larestriccion mantenidaen 2.
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i) Si consideramos que la serie con la que se trabaja esta contaminada por ruido
distribuido uniformemente sobre €l intervalo [-a,a], entonces:
S e<a, tedricamente tendriamos que € test BDS estaria siendo realizado
sobre un proceso puramente aleatorio.
S e>a, tedricamente podriamos detectar s se verifica 0 no € supuesto de
ii.dd
lif) Para saber s hay o no ruido que distorsione la serie, se propone realizar el test
para distintos e, de manera que si conforme aumentamos € e, € test BDS dga
de rechazar la hipétesis nula, entonces podria ser una evidencia de la presencia
deruido en la serie original.
La metodologia sugerida por Brock (1986) consiste en realizar el test sobre los residuos
de la serie gjustada con el mejor retardo de un proceso autorregresivo. De este modo, se
plantea este test como un metédo indirecto de analizar la no linealidad. Para comprender
esto supongamos que nuestra serie origina ha sido filtrada de modo que toda la parte
lineal de la misma haya sido eliminada (esto se ha hecho con el mejor gjuste posible a
AR(p)). En tal caso, los residuos del auste, supuestamente liberados de cuaquier
estructura lineal, se convertirian en los datos sobre los que se redlizaria el test. De modo
que s €l test rechazara la hipétesis nula, dado € tipo de datos sobre los que ahora
trabajamos, tan solo nos quedaria que la estructura“no i.i.d.” seriano lineal.
Este procedimiento es tedricamente viable ya que los célculos sobre los residuos de un
AR(p) no pierden la informacion importante derivada de la serie original, s es que ésta

altima proviniera de un sistema no lineal cadtico:

Teorema @Brock, 1986): Sea {x }*.,, una serie de datos que son deterministas y

cadticos, adaptemos dicha serie a un AR(p) con p finito; entonces, en genera, la

dimension de correlacion y e exponente de Lyapunov® de {x,} y {&} son iguales.

3 Eneste caso, laestimacién de ladimension de correlacion apartir de las pendientes de laintegral de
correlacién, arrojarian ladimension real del supuesto atractor caético, siempre que m>2d+1, donded esla
dimension del subespacio que contiene al mismo atractor (ver Grassberger y Procaccia, 1983 a, 1983 b;
Takens, 1981; Brock, 1986).

4 Aungue puede seguirse lalecturasin necesidad de entrar en los términos (exponente de Lyapunov y
dimension de correlacion) tan sélo sefialar que Grassberger y Procaccia dan cuenta de unarelacién de
potencia entre laintegral de correlacion y la dimension del supuesto atractor sobre el que se generala
dinamica compleja. Del mismo modo, el exponente de Lyapunov mide la sensibilidad alas condiciones
iniciales, caracteristica consustancial alos sistemas dindmicos no lineal esdisipativos.
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Para finalizar con este apartado dedicado a la metodologia del uso del test BDS, sefialar
que cuando se esta trabgjando con series financieras para verificar la presencia de
estructura no linea en los datos, se suele emplear diagndstico de “bargjar los datos’
(shuffling diagnostic) propuesto por Scheinkmany LeBaron (1989). Este procedimiento
consiste en estudiar 1os residuos obtenidos de adaptarlos a un modelo AR(p), de acuerdo
a la metodologia de Brock, y entonces “bargar” los datos. Si los residuos son
puramente aleatorios entonces la dimenson asociada a los residuos sera
aproximadamente igual a la dimensién de éstos tras € proceso de “bargarlos’. En
cambio, s son resultado de una dinamica no linea cadtica y por tanto tienen cierta
estructura, entonces € proceso de “bargjar” destruiria dicha estructura, de manera que la

dimensién se incrementaria.

3. INTERPRETACION DE LOSRESULTADOS

Este apartado pretende de forma breve aclarar algunas ideas relativas a la interpretacion
que en agunas ocasiones se le han dado a los resultados obtenidos de este test.

En principio, podemos decir que es un test de independencia basado en la estimacion de
integrales de correlacién para varias dimensiones. Tiene bastante potencia contra todo
tipo de estructura lineal y no lineal (Dechert, 1988)°.

Hemos visto que € test estadistico sigue asintéticamente una distribucion normal con
mediaceroy varianza unitaria, de modo que siendo un test no paramétrico resulta facil
de utilizar para evaluar de la hip6tesis mantenida. No necesita de ningun tipo de
supuesto acerca de la distribucion, por gemplo, no es preciso suponer la existencia de
momentos de orden superior, como es el caso de otro tipo de test que comparten el
mismo objetivo, en genera que e BDS, ta es €l caso biespectral de Hinich y Patterson
(1990), entre otros.

Resulta conveniente sefialar que e test tiene potencia, y a contrario de lo que se suele
comentar, no solo para dependencia no lineal determinista, sino también para
dependencia no lineal estocéstica. No es, por lo tanto, un test de caos propiamente

dicho, esto, como decimos, es un hecho que en algunas ocasiones se toma como cierto®.

5 Este autor ofrece dosti pos de estructuras tedricas que no son detectadas, en la practica esto no tiene
relevancia.
% K ramer y Runde (1997) toman el test como si fuera directamente un test de caos.
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El test BDS puede ayudar aidentificar la existencia de dependencia no lineal, pero no su
tipo’
Ta vez, uno de los hechos més significativos e innovadores de este test, es que se

conforma como un test no-paramétrico (Tervarsita, 1990)

4. APLICACION A ALGUNA SERIE CAOTICA CONOCIDA.

Hemos aplicado e test BDS a los siguientes conjuntos de datos derivados de
atractores cadticos sobradamente reconocidos. Tales han sido: el atractor de Lorenz, el
deHenony & Anosov. Todas las series han sido generadas con € programa PHASER,
se desestimaron los 1000 primeros datos, con € objeto de deshacernos de la etapa
transitoria, para asegurar que nos encontramos sobre el atractor cadtico respectivo. El
nimero de datos fueron 1500. A continuacion, se gustaron a mejor proceso
autoregresvo mediante un programa generado en OX. Posteriormente, € test fue
gjecutado sobre los residuos del gjustes autoregresivo. Los resultados esperados son el
rechazo de la hipétesis nula, es decir, los datos seran no i.i.d.

La seleccion de la dimension de la m-historiaestresy dos, y € épsilon es 1,5 veces la
desviacion tipica de los datos. En laversion de E.views 4.0 es posible elegir conforme a
distintos criterios es parametro épsilon.

En el siguiente cuadro representamos | os resultados

m=2 m=3 m=4
Epsilon BDS Epsilon BDS Epsilon BDS
Lorenz 0,1927 16,21 0,1927 17,44 0,1927 15,17
Henon 0,2742 12,28 0,2742 13,05 0,2742 10,2
Anosov 0,3315 0,659 0,3315 0,7451 0,3315 0,616

Para los atractores de Henony Lorenz € test arroja los resultados previstos, es decir, no
puede rechazar que son no-lineales. En cambio, para la dindmica del atractor Anosov,

pese a ser no-lineal, detecta que es lineal, cuando no es asi. Luego, se muestra evidencia

’ De acuerdo a Brock (1991) y Hsieh (1991) estest no detecta residuos GARCH, sin saberseen la
actualidad con no es capaz de detectar dichaestructura.
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de que para alguna serie, ya se encuentra algun sistema que siendo no lineal el BDS no

es capaz de detectarlo.
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